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Zur Reduction hyperelliptischer Integrate. 

Yon Ludwig Kotdnyi. 

(Vorgelegt in der Sitzung am 7 . Juni 1883.) 


Wenn ein zur Irrationalitat ]/R(z) gekoriges kyperelliptiscke 
Integral; wo R(z) eine ganze Function vom Grade (2/9—i— 1) ist, 
sick ruittelst einer algebraisclien Substitution auf ein kyper- 
elliptisckes Integral mit der Irrationalitat \[R { (y) reducieren lasst, 
worin R t (y) cine ganze Function vom Grade (2<th-1) in y be- 
deutet; so findet bekanntlich; 1 wenn man unter F(z) 

ganze Functionen ( p —l)-sten Grades verstekt, auck folgendes 
System von kyperelliptiscken Different algleichungen statt. 
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In diesen Gleickungen bedeuten 

yi>y» y° 


1 Konigsberger: „Vorl. liber die Theorie der hyperell. Integrate." 
7. York 
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die Losungen einer algebraischen Gleichung 

2 ) r-t-xiO)*/ 3-1 -*- -»-x»(*)= s o, 

cleren Coefficienten rational aus z zusammengesetzt sind. Ausser- 
dem lassen sick dann 

als rationale Functionen von s und der zugekdrigen ^-Grosse, 
multiplicirt mit ][R(z) ausdrltcken, so dass 

3i \[R { (?/,) = f (z v y*) )[R(z), 

worin /'(^, i/ a ) eine rationale Function von s und y a bedeutet. 
Umgekekrt ist ersicktlick, dass die Existenz der Gleickungen 2) 
und 3) ein Gleickungssystem von der Form 1) nacli sick zieht. 
Denn aus 2) folgt, unter <p eine rationale Function verstanden, 

dy, = f(z v y„)dz 

Oder 

y l ;dy rj =y\<?{z v y a )<lz 

und es sei k (a —1). Diese Gleickung durck 3) dividirt, gibt 

yj d}h _ K z t>y* 

1 fRM ~\fW) ’ 

und wieder ist eine rationale Function der Argumente. 

Durck Summation nack a von 1 bis a erkalt man 

4) 

Da aber 


y a. dy a d-Z V ^ . , \ 

\ f w 7 =T = r ^y-)- 

r 1 y R M v 


53. 


y <K*1> »«) = *(*) 


1 
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als rationale symmetrische Function der Losungen von 2) sich 
als rationale Function O (z) von z darstellen lasst, so ist 4) eine 
der Gleichungen aus 1), da man ja auf der linken, also aucli auf 
der rechten Seite Integrate erster Gattung erhalt. 

Um also kyperelliptiscke Integrate von der Ordnung (p —1) 
zu finden, welche sich auf niedere, also auf hyperelliptische 
Integrale von der Ordnung (<r—1) reducieren lassen, muss man 
R(z) so waklen, dass man die Coefficienten von 2) so bestimmen 
kann, dass die Gleichung 3) stattfindet, oder dass der Quotient 


=/“(*! >y) 

eine rationale Function von z und y wird, oder dass er mit y 
gleichverzweigt ist, wobei die Coefficienten von R 1 (y) auch 
erst zu bestimmen sein werden. 

Zuerst soli die Frage nach der Reduction auf ellip- 
tische Integrale erledigt werden. 1 
Es sei also 

R(z) = (*-«,)(*-«,). • {z—a ip+l ) 

R i (?/) = y(y— OO-fO- 

Dann ist zu untersuchen, wann sich die Coefficienten in 



worin U und V ganze Functionen vom Grade m seien und die 
Grosse p so bestimmen lassen, dass 

6) (y— x )(y—.»■) 

1 ■ (*—« 2p+1 ) 

eine rationale Function von z wird. 

Bezeichnet man nun die Werthe 

0, 1, [X, oo 

1 Vgl. Kbnigsberger: „Allgem. Untersuchuugen a. d. Theorie der 
Differentialgleichimgen,“ §. 12. 
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in irgend einer Reihenfolge mit 

Pi ) Pz ? @3) ^ 4 ? 

und wahlt m als ungerade Zalil so, dass 

2m < 2p-hl < 3m, 

dann wird der Quotient 6) eine rationale Function von z, wenn 
man nacli 5) entsprechen lasst 

den Werthen * = a v cc v . . a m den Wertli y = { 3 p 

» y) ^ = a »i+i? a »i+2?’ • j? y = 

Z = #2?n+2; • ■ » y = /3g, 

dem Wertlie «==oo „ y = j3 4 , 

wenn man ausserdem festsetzt, dass die anderen, dem Werthe 
y = (3 3 entsprechenden z- Wertlie, deren Anzahl 

3m — (2_pn-l) 

ist, zu je zwei einander gleich sind, wenn ebenso die dem ?/ = |3 4 
ausser z = oo entsprechenden 

m — 1 

z-Werthe zu je zwei einander gleich werden. 

Diese Zuordnung gibt fur die (2m-hi) Constanten in 5) und 
die Grosse jul 


2p-h2-h 


3m — (2p-hl) 
2 ~ 



Bedingungsgleichungen, so dass sich fur die Grossen a 

p -1 

Bedingungen ergeben. 

Almlich trifft man die Zuordnung, wenn m einer anderen 
Ungleichung genligt, oder wenn m eine gerade Zahl ist. Man 
kommt immer zu derselhen Zahl von Bedingungen fur die 
Grossen a. Man hat nur stets m Yerzweigungen des Nenners 
von 6) einem Verzweigungspunkte des Zahlers zuzuordnen. 
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Da aber die Anzahl der letzteren nur vier ist, so darf nicht 
2p-+-2 > 4 m\ es muss vielmehr 

4 m > 2pn-2 m ^ 


Der niedrigste Transformationsgrad ist also ftir eiu 


gerades p: ^ -hi 


uugerades p 


pn-1 
1 “2“’ 


Nimmt man nun in der oben stehenden Zuordnung 


ft = 0, ft = oo, ft = 1, ft = /j., 

so ergiebt sicb 

U= lJ . (*—«i)(«— «*) ■ • 

f- • (% &2vi)) 

_ (®2m+l“ ( a 2»i+l a 2?») __ 

/J ' (a2»+l —« 1 )(«2»+1—« E ) •(«2»»+l — «m) _ 

_(^2?n+2 (^2?«+2 ^777+2) • • (^2i»+2 ^2777) _ 

(^2777+2 ^l) (^2??i+2 ^2) * • (^2??7-f2 ^777) 

_ i&'lp+l ^77i-f-l) (^27?7+2 ^7/7+^) * * (^2j?+l ^2777) 

(^2/7+1 a i) ( a 2j3+l ^2) * &ni) 


Diese (2p— 2m) Bedingungen ftir die Grossen a hangen nur 
von Differenzen der a ab. Dies ist eine Eigenscliaft der Bedin- 
gungsgleichungen ftir jede Transformation und Reduction hyper- 
elliptischer Integrale. Denn substituirt man fur % den Ausdruck 
(z — h), wo h eine beliebige Grosse ist, so miissen die neuen 
a-Grossen — diese sind jetzt (a-f -h) — wieder denselben Be- 
dingungsgleichungen geniigen, da der Charakter des Integrals 
nicht verandert wurde; also liangen die Be dingungs¬ 
gleichungen nur von den Differenzen der a-Grossen ab. 

Geniigen nun die Grossen den Bedingungen, und sind die 
Coefficienten in 5) der Zuordnung gemass bestimmt, dann sieht 
man auch umgekehrt, dass zu der gegebenen Irrationalitat gehbrige 
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kyperelliptisclie Integrate erster Gattung vorlianden sind, welelie sicli auf elliptisclie Integrate reducieren. 
Denn es ist dann 


dy 

/?/(?/—0 ( y — p -) 


ydU jjdV 

tfUV( V— V) (jul V— V) 


dz = 


F ——17— 

Y dz V dz 

a,). •(«—«a „)(*—<?,)*. ■ (a—c„,_i) 2 (z— «.j W+1 ) ■ .(z— a 2p+J )(z— d f ). . (s— 

2 " 9 


worin 


die in 


die in 


(z —c p ) 2 p — 1? 2, 


(m —1) 
'~2 


pV-U, 

(z—d a y 


a =1,2.. 


3m—(2 jph-1) 

2 


F—£7 


in Folge der Zuordnting entbaltenen Doppelfactoren sind. Ihre ersten Potenzen treten vor die Wnrzel und sind 
bekanntlich im Zaliler entlialten, der also den Grad 
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_ m —-1 3m— (2p-\-l 

2m—2 -^- 7T - =P — 1 


erhalt und deren Coefficienten sich auch als Functionen der 
Grosse a ergeben. Soli aber der Zahler nar eine ganze Function 
vom Grade k sein, so mtissen die Coefficienten der 

p — 1 —k 

hochsten Potenzen verschwinden, was eben so viele Bedingungen 
fttr die a ergibt. Fur diese hat man also im Ganzen 

p — 1-hp—l—k = 2(p—l )—k 

Bedingungen. Unter der Wurzel befinden sich wesentlich nur 
(2 p —1) von einander unabhangige Grossen, da durch eine lineare 
Substitution 

«1 = 0 «* = 1 

gemacht werden kann, was im Folgenden immer als geschehen 
vorausgesetzt werden soil. Diese willklirlichen Grossen kann 
man so waklen, dass sie den Bedingungen geniigen, und es 
bleiben noch 


2 p —1—2 (p — l)-hk = k-h 1 
Grossen willkurlich. Fitr 

k = p —1 

erhalt man den Satz: 

In einem hy perelliptischen Inte grale von der Ord- 
nung (p —1) und dem Grade (p —l) kann man p Grossen 
willkurlich wahlen und die anderen so bestimmen, 
dass das hyperelliptische Integral sich auf ein el lip - 
tisches Integral reduciert. 

Es sei nun p eine gerade Zahl, und nehme man die 
Transformation niedrigsten Grades 


a 0 -\-a ± z-h. 

y= - 

1 




4+ 1 


Y+ 1 


-+i 


j p » 

T + 1 


S\tzb. d. mathcm.-naturw. Cl. LXXXyill. Ud. IT. Ahfh. 
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nnd bestimme die Zuordnung so, dass 


den Wertben z = 0, 1, a 3 ,. 


entspricbt y — 0, 

% = a |_ +2 > %+s’ 

• a p+2 

T—l 

II 

4 

Z= OO, ct p+3 , 

2 

V = OO; 

II 

ft 

+ 


y = i j -> 


dass ferner die zwei anderen dem y = \x entsprechenden Werthe 
von z einander gleicli seien, so bat y in Folge der zwei 
ersten Bedingungen und der Bedingung y — oo fur z = oo 
die Form 


T- 1 

z(z —. .~hCp Z ~ ) 

?) y = - 

1— d^Z— f— (lyZ?— f— • -1 —ilpZ^ 

T 

und man kann die p Transformations -Coefficienten als die 
willkiirlichen anseben. Dann bestimmen sicb die G-rossen a bis 
zu a ?>p eindeutig durcb diese Constanten. Da ftir y = p die 

~2 

Gleicbung zwei gleicbe Losungen haben soil, /x aber in der 
Discriminante in der p- ten Potenz vorkommt, so erbalt man ftir /j., 
also auck ftir 


> a 3/> +4 7 * • 1 

p verscbiedene Wertbe, so dass mit Hilfe derselben Trans- 
formationsgieicbung 7), wo alle Constanten willkltrlicb sind, 
folgende Reductionen stattbaben: 



(A t -+~B t z-t- • • • • z p ~ x )dz 
\[z(z 1 )(z « g )(* « 4 ) ■ •(*—% )(*—' a $ )• 

T+ 2 f+ 8 


■(—«&,) 


% 


(J 2 -t-2? 2 «H-..... +N i zP~ 1 )(k 


\fz(z—l)(z —« 3 )(*—« 4 ). •(*—% )(*—«!$ )• 

f + 2 f + 8 




__ 

/ 2 / ( 2 /—!) ( 2 /—i ,J - 2 ) 


(A p —\~Bp %-+-... . —h NpZ p 1 ) dz 

]fz(z 1 )(* « 3 )(* « 4 ). •(*—% X*—“Sj? )• ••(*— 


<% 

/y(y— : i)(y—Fi>) ‘ 


Will man unter den Wurzeln der hyperelliptischen Integrate dieselben Ausdriicke haben, so muss man die 
Coefficienten in 7) so bestimmen, dass 


a(0 = a(f) 

|+' |+v 


= 2,3,. -,p v = 3,4,... • f-1 . 


Diese Bestimmung ist im Allgemeinen nur moglicli, wenu 


1 (P— ] ) 
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was nur fur p = 2 undj9 = 4 erfiillt ist, in welckem Falle nock 
zwei, beziehungsweise nur eine Constante willklirlick bleiben. 
Also: Flir hyperelliptiscke Integrale, deren Gesckleckt 
eine gerade Zakl ist, existieren im Allgemeinen nur 
flir kyperelliptiscke Integrale erster und dritter Ord- 
nung so viel Integrale, als das Gesckleckt anzeigt, 
welcke sick mit Hilfe derselben Transformation vom 
niedrigsten Grade auf elliptiscke Integrale reducieren. 

1st aber jp eine ungerade Zakl, so siekt man unmittelbar, 
dass flir den niedrigsten Transformationsgrad ein aknlicker Satz 
nickt existiert. Wahlt man aber den nackst koheren Grad, also 


P ±3 

Z-h • ltp+%% 2 



1 z— f—. bp+%z 2 


und trifft die Zuordnung, dass 

den Wertken z = 0, 1, a 3 . . . Op+ 3 entsprickt y = 0, 


* = «p+5 

2 


y = i, 

z = oo, 2 • 

* «3p+3 

y ~ 


2 


* = <*3^+5 • 

• • «2jp+] 

y = \h 


2 


dass ferner die zwei anderen, dem y = 1 entspreckenden z-Werthe 
einander gleick seien, und dasselbe flir y = jul, so kat dann die 
Transformationsgleickung in Folge der zwei ersten Bedingungen 
die Form 

p —i 


«(«—!) . .^_!^ 2 ) 



1-+-^+ 


2 

worin sick durck die flir y = 1 angenommene Verzweigung noch 
eine Constante bestimmt, so dass man die iibrig bleibenden 
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p Constanten als die willkiirlichen auseheu kann. Fttr p erliiilt 
man (p-t—1) Werthe, unter denen aber p = 1 enthalten ist, so 
dass wieder nur folgendc p Reduetionen stattfinden: 


.-t -N^zP-^dz 

. Vz(z—l)(z —«j). ■ (z — «jg+a)(g— «3H-5) • (*— 4]>+i) 

2 2 




_ Ay 

hiv—^y—ih) 


' (Jjj-i-BjjZ-h.. . -NptP- 1 ) clz 

. ]fz(z- —l)(z—« 3 ) . . . (z —« 8j,+8 )(g—«.y+i) • • (*— eJfJ-i) 

2 2 

= ^ 

. h(y-~ v )(y—yp) 

G-leicke Ausdrttcke unter den Wurzeln der kyperelliptiscken 
Integrate kann man im Allgemeinen wieder nur dann kerstellen, 
wenn 

^~2~ X ) —P> 

was ftir p = 1 und p = 3 erflillt ist, in welclien Fallen nock eine 
Constante willkttrlick bleibt. Wir kaben also den Satz: 

Fur kyperelliptiscke Integrate, deren Gesckleckt 
eine ungerade Zakl ist, existieren nur fur elliptiscke 
Integrate und kyperelliptiscke Integrate zweiter 
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Ordnung so viel Integrate erster Gattung, als das 
Gesclilecht anzeigt, welche mit Hilfe derselben Trans¬ 
formation, deren Grad den niedrigsten um 1 iiber- 
steigt, auf je ein elliptisches Integral reducierbar 
sind. 

Als Beispiel diene der Fall p — 2. Dann ist 

Z—hCl^Z^ 

^ z-t-z 2 

und die Zuordnung so, dass 

den Werthen * = 0, oo entspricht y = 0, 

» * = «i» «* y = °°> 

z= 1, <x 3 y= 1 

und dass fttr y = ,u. die beiden z-Werthe gleich seieD. 

Es ergibt sicb 


(1—« t )(l-«,)« 

j ~ (z- ai )(z- «,) 
a 3 = a i a 2 

und ix aus der Discriminante der quadratischen Gleiehung 

f***—“ iX 1 — a »)]*- + -/ A *i a » = 0 

„ (!-«<)(!—«z) _ o—giX 1 —««) 

1 (!/"«, — )* 2 (lA«i — l/a*) 2 ’ 

so dass man mit Hilfe derselben Gleiehung die zwei Reductionen 
hat: 

**_ a t )dz __ 

. 0 1 / *(*—!)(*— «,)(*— a 2 )(z—«1 a 2 ) 


_ 1 



fy 

dy 

-«*) \ 

0 V vO-—y) 

i , (l/”“i — 1^« 2 ) 2 
(1— a l)(l—«2) ^ 
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(z — tf<z { a 2 )clz 

O 0(*- a l)(*—'“»)(*—'*!«*) 


'(!—«i)(].-a 2 ) 


Durch die Substitution 






erhalt man die bekannten Jacobi'schen Integrate. 

Ein Beispiel fur den ersten Satz bilde die Reduction eines 
kyperelliptischen Integrals zweiter Ordnung auf elliptische 
Integrate mittelst der Transformation zweiten Grades. Es sei also 


a 0 ~\— a | z ~\— ct 2 2 4 
y== ~b^hb^T^~ 


und es entspreehe 

den Werthen % = 0, oo der Werth y = 0, 

2/ = 1, 


y = f*» 

y = oo, 


und es muss 


dann ist 


(1— OP—«g> 

(*—'“*)(*—'“s) 

_ (1—0(1—Q 

(«»— “*)(“»— O 


«i = «*« 8 = « 4 « 5 ; 


(a t —z z )(lz 

\f z (z— 1)(«—a, )(*— «*)(«— a 8 )(*— « 4 )(*— «s) 

_ 1/~K—Q( g »—O f ?/ ch J 


(1—« 4 )(1—Jo |/ /-. _ % fa 2 —« 4 )(« 2 —« s ) 

A « 4 )(1—«s) V . 
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Wahlt man aber die Transformation dritten Grades, also 

b 0 -\-b^z-\-b^x^-{-b 3 z^ 

^ \-ha 1 z-ha z z z -i~a 3 z 3 

nnd ordnet zu 


den Werthen % = 

0 

den Werth y — 0, 

z = 


y = h 

* = 


V = P; 

z — 

oo 

y — ©o : 


so dass die dem y = 0 entsprechenden zwei anderen z-Werthe 
einander gleick seien, und dasselbe fill* y = oc, so erhalt man 


« 3 = 0 ffl _. g « + g * + g 5-l 

«3«4«5—«l«* 

a «3«5- g * g 5 

1 a 3 a 4 a 5 X 1 a t 


b* = 


A _ a 3 a 4 a 5 ft 2 a 3 a 4 a 5 

"2 — ' 


= a 3 a 4Vh^ a 3*4 + «3S^«4*5 


und die Bedingungsgleickungen zwischen den Losungen sind 


bl~4:b i b 3 = 0 a \—4 « 2 = 0. 

Um nun das allgemeine Beductionsproblem zu be- 
handeln, 1 sei zuerst das Geschlecht a des hyperelliptischen 
Integrals, auf welches reduciert werden soil, eine gerade Zahl 

a = 2?r. 

Dann sind in 


8 ) yJ, z )y 2T - -+-Xi O )*/ 2 " -1 -+- • • ■+■»«(*) = 0 

die Coefficienten der rationalen ganzen Functionen 


1 Vgl. Konigsberger: „Uber clie Erweiterung des Jacobi’scken 
Transformationspi’incips. w Crelle’s Journal, Bd. 87. 
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uud in clem Ausdrucke 

-(y-p te+ i) 

'/(*— K 1 )(*—«*) (* — 

die Grdssen 

£ 6 /S 

Hi? Ha?* • r4-+i 

so zu bestimmen, dass 9) eine rationale Function von z und y wird. 

Nun lautet die Entwicklung des Nenners von 9) um einen 
Punkt a 

(z — a.^fk\l-+-a x (z — a^)-i-a 2 (z —« P ) 2 + • ]*, 

also muss 

10) y—ftp — z (z — a 0 ) z H-. 

ocler 

11) y—c 0 -= c t (z—a ? yi--hc z (z— «p) 5 /s-H. 

worin c 0 mit keinem der /3 zusammenfallt. In beiden Fallen siekt 
man unmittelbar, dass dann der Quotient 9) in dem Bereicke von 
a p tkatsacklick wie y selbst verzweigt ist. 

Da aber einem a-Wertke 27r Wertke von y entsprecken, 
welcke, wenn nickt y = (3 p ist, nack Gleickung 11) paarweise 

einander gleiek sein ruiissen, so kann die Zuordnung 10) nickt 

besteken; es sei denn, dass einem a-Wertke zwei Wertke /3 ent¬ 
sprecken, in welckem Falle man nock einem a dieselben zwei /3 
entspreclien lasst. 

Die Zuordnung 11) fur jedes cc p durckgeftikrt, liefert 
tt(2/m-1) 

Bedingungen. Dieselbe Zuordnung gilt fur z = oo, was weitere 

7t 

Bedingungen gibt. 

Nun ist der Zakler von 9) in j3 p verzweigt. Da ikm kein cc p 
entsprecken kann, so muss 

1 2 ) y — Pt = ^ 2 (*—7p) 2 -f-—7p) 3 -i- • 

worin y p versckieden ist von alien a-Wertken. Diese Zuordnung 
verlangt, dass die nack 8) den jS-Wertken entspreclienden Wertke 
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z paarweise einander gleich seien; es muss also r, der Grad 
von 8) bezliglich z 9 eine gerade Zahl sein. Wahlt man die 
j3-Werthe aus den Losungen der Discriminante von 8), so hat 
man nur nocli die Bedingung aufzustellen, dass fur eben diese 
Werthe die ttbrig bleibenden Gleichungen vom Grade (r —2) nur 
Paare gleicher Losungen enthalten. Die Anzahl dieser Bedin- 
gungen ist 

Ebenso milssen die dem Werthe y = oo entsprechenden 
z-Werthe paarweise gleich sein, was weitere 

r 

~2 

Bedingungen gibt. 

Im Ubrigen wird der Quotient 9) so verzweigt sein, wie y. 
Da man 

(r-h l)(2ir-+-l)—1 

Constante hat, welche 

v —2 v 

7r(2j?-hl)-l-g— (47T —f— 1) —l— g—h n 

Bedingungen gentigen sollen, so ergeben sich 

2n(p— 2)—1 

Bedingungsgleichungen fitr die GrOsse a. 

Aus dieser Anzahl folgt, dass fitr ein gerades 
Geschlecht nur flir hyperelliptische Integrale erster 
Ordnung eine allgemeine Transformation existiert, 
Ist aber a eine ungerade Zahl 
a = 2 k — 1 

so hat man in der Gleichung 

13) -ny, (*y- s -+- • • ~MP an _i(*) = 0 

die Coefficienten der ganzen Functionen <p(z) so zu bestimmen, 
dass der Ausdruck 

/(y—^i)(y—^g) •: • -(y—p4»-0 

«i)- •(*— *2«+l) 

eine rationale Function von z und y wird. 
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Hier kann man den * = a 9 den Werth y = [ 3 ? entsprechen 
lassen, so dass die anderen (2z —2)Werthe von y paarweise 
"leicli sind. So ordnet man zu fur 

o 1 

z = a 2 ,. . i* 

Ferner soil je zweien von den Wertken 

e j n y = j3 ? entsprechen. Die dem y = [ 3* entspreckenclen, noch 
uickt fixiertenz-Werthe sollen paarweise gleick sein, woraus folgt ; 
class r 7 der Grad von 13) beztiglich z 9 eine ungerade 
Zakl sein muss. Fill* % = oo soli y — oo unci die tlbrigen 
Wertke paarweise gleick sein,und ebenso die^-Wertke fiir y = oo. 
Fur die a-Grbssen erhalt man 

Bedingungen. Daraus ergibt sich, dass bei ungeradem Ge- 
sckleckt nur elliptiscke Integrale eine allgemeine 
Transformation besitzen. 

Mit Hilfe der so bestimmten Anzaklen fiir die Bedingungs- 
gleichungen der Grossen a kann man die im Allgemeinen los- 
licken Recluctionsprobleme angeben und wirklich ausflthren, 
womit die aufgeworfene Frage erledigt ist. 

Man kann noch schliesslick leickt bemerken, dass auf der 
linken Seite der Gleichungen im Systeme 1) auch weniger als 
a Integrale vorkommen kbnnen. Dies wire! immer eintreten, wenn 
Gleichung 2) reductibel ist, in welchem Falle jeder irreductible 
Factor ein System von der Form 1) gibt. 



